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Аннотация
Диофантовы  приближения  —  раздел  теории  чисел,  изучающий  приближения  действительных  чисел
рациональными числами, а в более широком смысле, вопросы, связанные с решением в целых числах
линейных  и  нелинейных  неравенств  или  систем  неравенств  с  действительными  коэффициентами.
Диофантовы  приближения  названы  в  честь  древнегреческого  математика  Диофанта,  который
занимался  задачей  решения  алгебраических  уравнений  в  целых  числах  —  диофантовых  уравнений.
Методы  теории  диофантовых  приближений  основаны  на  применении  непрерывных  дробей,  рядов
Фарея, принципа Дирихле. Этому и посвящен данный курс.

1. Цели и задачи

Цель дисциплины
Доказать классическую теорему Ю.В. Матиясевича о диофантовости перечислимых множеств.

Задачи дисциплины
- познакомить студентов с понятием диофантового приближения;
-  изучить  основные  понятия:  Теорему  Минковского,  Теоремы  Лежандра  и  Фату,  Теорема
Гурвица о диофантовых приближениях и др.;
- изучить неравенства для диофантовых экспонент. 

2. Перечень формируемых компетенций

Освоение дисциплины направлено на формирование следующих компетенций:
Код и наименование компетенции Индикаторы достижения компетенции

УК-1 Способен осуществлять поиск, 
критический анализ и синтез информации, 
применять системный подход для решения 
поставленных задач 

УК-1.1 Анализирует задачу, выделяя этапы ее решения,
действия по решению задачи
УК-1.3   Рассматривает  различные  варианты  решения
задачи, оценивает их преимущества и недостатки
УК-1.2  Находит,  критически  анализирует  и  выбирает
информацию,  необходимую  для  решения  поставленной
задачи
УК-1.4  Грамотно,  логично,  аргументированно
формирует собственные суждения и оценки
УК-1.5  Определяет  и  оценивает  практические
последствия возможных вариантов решения задачи

ОПК-1 Способен применять 
фундаментальные знания, полученные в 
области физико-математических и (или) 
естественных наук и использовать их в 
профессиональной деятельности

ОПК-1.1  Способен анализировать поставленную задачу,
намечать пути ее решения
ОПК-1.2   Способен  строить  математические  модели,
производить количественные расчеты и оценки 
ОПК-1.3  Способен  определять  границы  применимости
полученных результатов

ОПК-2 Способен использовать современные 
информационные технологии и 
программные средства при решении задач 
профессиональной деятельности, соблюдая 
требования информационной безопасности 

ОПК-2.1   Способен  применять  современные
вычислительную  технику  и  сервисы  сети  Интернет  в
области (сфере) профессиональной деятельности
ОПК-2.2  Знает  и  умеет  применять  численные
математические  методы  и  прикладное  программное
обеспечение  для  решения  научных  задач  в
профессиональной области 
ОПК-2.3  Знает  основные  требования  информационной
безопасности

ОПК-3 Способен составлять и оформлять 
научные и (или) технические 
(технологические, инновационные) отчеты 
(публикации, проекты) 

ОПК-3.1  Знает  основные  правила  оформления  научных
публикаций и  научно-технической документации,  в  том
числе  с  использованием  прикладного  программного
обеспечения 
ОПК-3.2 Владеет на практике методологией составления
научно-технических отчетов (проектов)



ОПК-3 Способен составлять и оформлять 
научные и (или) технические 
(технологические, инновационные) отчеты 
(публикации, проекты) ОПК-3.3 Владеет методами визуального и графического

представления  результатов  научной
(научно-технической,  инновационной  технологической)
деятельности в виде отчетов, научных публикаций

ПК-1 Способен ставить, формализовывать и 
решать задачи, в том числе разрабатывать и 
исследовать математические модели 
изучаемых явлений и процессов, системно 
анализировать научные проблемы, получать 
новые научные результаты 

ПК-1.1  Способен  находить,  анализировать  и  обобщать
информацию об актуальных результатах исследований в
рамках  тематической  области  своей  профессиональной
деятельности
ПК-1.2  Способен  выдвигать  гипотезы,  строить
математические  модели  для  описания  изучаемых
явлений и процессов, оценивать качество разработанной
модели
ПК-1.3  Способен  применять  теоретические  и  (или)
экспериментальные  методы исследований  к  конкретной
научной  задаче  и  интерпретировать  полученные
результаты

ПК-2 Способен самостоятельно или в 
качестве члена (руководителя) малого 
коллектива организовывать и проводить 
научные исследования и их апробацию 

ПК-2.1  Знает  принципы  построения  научной  работы,
методы  сбора  и  анализа  полученного  материала,
способы аргументации
ПК-2.2  Способен  планировать  и  проводить  научные
исследования  самостоятельно  или  в  качестве  члена
(руководителя) малого научного коллектива
ПК-2.3  Способен  проводить  апробацию  результатов
научно-исследовательской  работы  посредством
публикации научных статей и участия в конференциях

3. Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине (модулю)
В результате освоения дисциплины обучающиеся должны
знать:

- основыные понятия диофантовых приближений;
- основые приближения;
-  порядок  приближения  числа  его  подходящей  дробью,  представление  натурального,  функции
меры иррациональности.

уметь:
- уметь доказывать (вместе со всеми деталями) рассказанные теоремы и ориентироваться в них.

владеть:
- навыками самостоятельной работы;
- навыками освоения большого объёма информации;
- методами диофантовых приближений;

4. Содержание дисциплины (модуля), структурированное по темам (разделам) с указанием 
отведенного на них количества академических часов и видов учебных занятий

4.1. Разделы дисциплины (модуля) и трудоемкости по видам учебных занятий

№ Тема (раздел) дисциплины

Трудоемкость по видам учебных занятий, включая 
самостоятельную работу, час.

Лекции Семинары Лаборат. работы Самост. 
работа

1 Внутренние приближения 5 5 12

2 Функция  меры  иррациональности
(одномерный случай) 5 5 15

3 Теоремы Лежандра и Фату. 5 5 15
4 Уравнения Пелля 5 5 12



5 Счётность  множества  всех
диофантовых множеств 5 5 11

6 Уравнения Пелля и числа Фибоначчи 5 5 10
Итого часов 30 30 75

Подготовка к экзамену 0 час.

Общая трудоёмкость 135 час., 3 зач.ед.

4.2. Содержание дисциплины (модуля), структурированное по темам (разделам)

Семестр: 6 (Весенний)

1. Внутренние приближения

Внутренние приближения на единичной окружности на плоскости. Внутренние приближения
на единичной сфере в R3. Теорема Клейнбока-Меррилла.

2. Функция меры иррациональности (одномерный случай)

Подходящине дроби и наилучшие приближения.

3. Теоремы Лежандра и Фату.

Спектры  Лагранжа  и  Дирихле  и  их  максимальные  и  минимальные  точки.  Функция  меры
иррациональности  (многомерный  случай).  Наилучшие  совместные  приближения  и  их
простейшие  свойства.  Подпостранства  наилучших  приближений.  Неравенства  для
диофантовых экспонент.

4. Уравнения Пелля

Диофантовость  некоторых  арифметических  функций.  Ограниченные  кванторы  всеобщности.
Универсальные полиномы. Диофантовость и перечислимость (десятая проблема Гильберта).

5. Счётность множества всех диофантовых множеств

Доказать  счётность  множества  всех  диофантовых  множеств.  Доказать  диофантовость
некоторых определённых в  лекциях предикатов и  функций.  Доказать  диофантовость  пустого
множества.

6. Уравнения Пелля и числа Фибоначчи

Сформулировать гипотезу Yu. Robinson и описать роль этой гипотезы в решении 10 - ой
проблемы  Гильберта.  Дать  определение  унивесального  полинома.  Сформулировать  тезис
Чёрча. Привести несколько примеров неразрешимых диофантовых множеств.

5. Описание материально-технической базы, необходимой для осуществления образовательного 
процесса по дисциплине (модулю)

Стандартная учебная аудитория.

6.Перечень рекомендуемой литературы

Основная литература
1. Классические диофантовы уравнения от двух неизвестных [Текст]/В. Г. Спринджук, -М., 
Наука, 1982



Дополнительная литература
1. Линейная алгебра [Текст] : учебник для вузов  / В. А. Ильин, Э. Г. Позняк .— 3 - е изд.,  доп. 
— М. : Наука, 1984 .— 295 с.

7. Перечень ресурсов информационно-телекоммуникационной сети "Интернет", необходимых 
для освоения дисциплины (модуля)

http://dm.fizteh.ru/

8.  Перечень информационных технологий, используемых при осуществлении образовательного 
процесса по дисциплине (модулю), включая перечень необходимого программного обеспечения 
и информационных справочных систем (при необходимости)

Не предусмотрено.

9. Методические указания для обучающихся по освоению дисциплины (модуля)

Рекомендуется  успешно  сдавать  контрольные  работы,  так  как  это  упрощает  итоговую
аттестацию по предмету.
Для  подготовки  к  итоговой  аттестации  по  предмету  лучше  всего  пользоваться  материалами
лекций.
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1. Компетенции, формируемые в процессе изучения дисциплины

Код и наименование компетенции Индикаторы достижения компетенции

УК-1 Способен осуществлять поиск, 
критический анализ и синтез информации, 
применять системный подход для решения 
поставленных задач 

УК-1.1 Анализирует задачу, выделяя этапы ее решения,
действия по решению задачи
УК-1.3   Рассматривает  различные  варианты  решения
задачи, оценивает их преимущества и недостатки
УК-1.2  Находит,  критически  анализирует  и  выбирает
информацию,  необходимую  для  решения  поставленной
задачи
УК-1.4  Грамотно,  логично,  аргументированно
формирует собственные суждения и оценки
УК-1.5  Определяет  и  оценивает  практические
последствия возможных вариантов решения задачи

ОПК-1 Способен применять 
фундаментальные знания, полученные в 
области физико-математических и (или) 
естественных наук и использовать их в 
профессиональной деятельности

ОПК-1.1  Способен анализировать поставленную задачу,
намечать пути ее решения
ОПК-1.2   Способен  строить  математические  модели,
производить количественные расчеты и оценки 
ОПК-1.3  Способен  определять  границы  применимости
полученных результатов

ОПК-2 Способен использовать современные 
информационные технологии и 
программные средства при решении задач 
профессиональной деятельности, соблюдая 
требования информационной безопасности 

ОПК-2.1   Способен  применять  современные
вычислительную  технику  и  сервисы  сети  Интернет  в
области (сфере) профессиональной деятельности
ОПК-2.2  Знает  и  умеет  применять  численные
математические  методы  и  прикладное  программное
обеспечение  для  решения  научных  задач  в
профессиональной области 
ОПК-2.3  Знает  основные  требования  информационной
безопасности

ОПК-3 Способен составлять и оформлять 
научные и (или) технические 
(технологические, инновационные) отчеты 
(публикации, проекты) 

ОПК-3.1  Знает  основные  правила  оформления  научных
публикаций и  научно-технической документации,  в  том
числе  с  использованием  прикладного  программного
обеспечения 
ОПК-3.2 Владеет на практике методологией составления
научно-технических отчетов (проектов)
ОПК-3.3 Владеет методами визуального и графического
представления  результатов  научной
(научно-технической,  инновационной  технологической)
деятельности в виде отчетов, научных публикаций

ПК-1 Способен ставить, формализовывать и 
решать задачи, в том числе разрабатывать и 
исследовать математические модели 
изучаемых явлений и процессов, системно 
анализировать научные проблемы, получать 
новые научные результаты 

ПК-1.1  Способен  находить,  анализировать  и  обобщать
информацию об актуальных результатах исследований в
рамках  тематической  области  своей  профессиональной
деятельности
ПК-1.2  Способен  выдвигать  гипотезы,  строить
математические  модели  для  описания  изучаемых
явлений и процессов, оценивать качество разработанной
модели
ПК-1.3  Способен  применять  теоретические  и  (или)
экспериментальные  методы исследований  к  конкретной
научной  задаче  и  интерпретировать  полученные
результаты

ПК-2 Способен самостоятельно или в 
качестве члена (руководителя) малого 
коллектива организовывать и проводить 
научные исследования и их апробацию 

ПК-2.1  Знает  принципы  построения  научной  работы,
методы  сбора  и  анализа  полученного  материала,
способы аргументации
ПК-2.2  Способен  планировать  и  проводить  научные
исследования  самостоятельно  или  в  качестве  члена
(руководителя) малого научного коллектива



ПК-2 Способен самостоятельно или в 
качестве члена (руководителя) малого 
коллектива организовывать и проводить 
научные исследования и их апробацию 

ПК-2.3  Способен  проводить  апробацию  результатов
научно-исследовательской  работы  посредством
публикации научных статей и участия в конференциях

2. Показатели оценивания компетенций

В  результате  изучения  дисциплины  «Диофантовы  уравнения.  Дополнительные  главы»  обучающийся
должен:

знать:
- основыные понятия диофантовых приближений;
- основые приближения;
-  порядок  приближения  числа  его  подходящей  дробью,  представление  натурального,  функции
меры иррациональности.

уметь:
- уметь доказывать (вместе со всеми деталями) рассказанные теоремы и ориентироваться в них.

владеть:
- навыками самостоятельной работы;
- навыками освоения большого объёма информации;
- методами диофантовых приближений;

3. Перечень типовых (примерных) вопросов, заданий, тем для подготовки к текущему контролю

С  целью  контроля  освоения  обучающимися  учебного  материала  проводится  устный  опрос  в
начале занятия по теме прошлого занятия.

4. Перечень типовых (примерных) вопросов и тем для проведения промежуточной аттестации 
обучающихся

Список заданий и вопросов к дифыференцированному зачету приведен в отдельном файле.

Критерии оценивания
-  оценка  «отлично  (10)»  выставляется  студенту,  показавшему  всесторонние,
систематизированные,  глубокие  знания  учебной  программы  дисциплины  и  умение  уверенно
применять их на практике при решении конкретных задач, свободное и правильное обоснование
принятых решений;
-  оценка  «отлично  (9)»  выставляется  студенту,  показавшему  всесторонние,
систематизированные, глубокие знания учебной программы дисциплины и умение применять их
на  практике  при  решении  конкретных  задач,  свободное  и  правильное  обоснование  принятых
решений;
-  оценка  «отлично  (8)»  выставляется  студенту,  показавшему  всесторонние
систематизированные, глубокие знания учебной программы дисциплины и умение применять их
на практике при решении конкретных задач, и правильное обоснование принятых решений;
-  оценка  «хорошо  (7)»  выставляется  студенту,  если  он  твердо  знает  материал,  грамотно  и  по
существу излагает его, умеет применять полученные знания на практике, но допускает в ответе
или в решении задач некоторые неточности;
- оценка «хорошо (6)» выставляется студенту, если он знает материал, грамотно и по существу
излагает  его,  умеет  применять  полученные  знания  на  практике,  но  допускает  в  ответе  или  в
решении задач некоторые неточности;
-  оценка «хорошо (5)»  выставляется  студенту,  если он знает  материал,  и  по существу излагает
его,  умеет  применять  полученные  знания  на  практике,  но  допускает  в  ответе  или  в  решении
задач некоторые неточности;
-  оценка  «удовлетворительно  (4)»  выставляется  студенту,  показавшему  фрагментарный,
разрозненный  характер  знаний,  недостаточно  правильные  формулировки  базовых  понятий,
нарушения логической последовательности в изложении программного материала, но при этом
он  владеет  основными  разделами  учебной  программы,  необходимыми  для  дальнейшего
обучения и может применять полученные знания по образцу в стандартной ситуации;



-  оценка  «удовлетворительно  (3)»  выставляется  студенту,  показавшему  фрагментарный,
разрозненный  характер  знаний,  недостаточно  правильные  формулировки  базовых  понятий,
нарушения логической последовательности в изложении программного материала, но при этом
он  владеет  фрагментарно  основными  разделами  учебной  программы,  необходимыми  для
дальнейшего  обучения  и  может  применять  полученные  знания  по  образцу  в  стандартной
ситуации;
-  оценка  «неудовлетворительно  (2)»  выставляется  студенту,  который  не  знает  большей  части
основного  содержания  учебной  программы  дисциплины,  допускает  грубые  ошибки  в
формулировках основных понятий дисциплины и не умеет использовать полученные знания при
решении типовых практических задач;
-  оценка  «неудовлетворительно  (1)»  выставляется  студенту,  который  не  знает  формулировок
основных понятий дисциплины.

5. Методические материалы, определяющие процедуры оценивания знаний, умений, навыков и
(или) опыта деятельности

Во  время  проведения  дифференцированного  зачета  обучающиеся  могут  пользоваться
программой дисциплины.



Ìàòåðèàëû ê ñïåöêóðñó "Äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ"

Í.Ã.Ìîùåâèòèí, îñåííèé ñåìåñòð 2009/2010 ó÷.ãîäà
Êðèòåðèåâ îöåíêè "õîðîøî" è "óäîâëåòîâðèòåëüíî" â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èìååòñÿ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè "îòëè÷íî" äîñòàòî÷íûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûðåõ

ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå óñëîâèé.
I. Óìåòü äîêàçûâàòü (âìåñòå ñî âñåìè äåòàëÿìè) ðàññêàçàííûå òåîðåìû è îðèåíòèðîâàòüñÿ

â íèõ.
II. Ðåøèòü > 80% çàäà÷ èç ñïèñêà, ïîìå÷åííûõ áóêâîé a.
III. Ðåøèòü > 40% çàäà÷ èç ñïèñêà, ïîìå÷åííûõ áóêâîé b.
IV. Ðåøèòü õîòÿ áû îäíó çàäà÷ó èç ñïèñêà, ïîìå÷åííóþ áóêâîé c.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ
1. Äåðåâî Ôàðåÿ. Òåîðåìà Ãóðâèöà î òîì, ÷òî äëÿ èððàöèîíàëüíîãî α èìååòñÿ áåñêîíå÷íî

ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé p/q òàêèõ, ÷òî |α− p/q| < 1/(
√

5q2).
Çàäà÷è.

1(a). Â òåîðåìå Ãóðâèöà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè α ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó Ôàðåÿ (p/q, p1/q1),
òî ëèáî p/q, ëèáî p1/q1, ëèáî p/q ⊕ p1/q1 = (p + p1)/(q + q1) îáëàäàþò íóæíàì ñâîéñòâîì.
Âåðíî ëè ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû Ãóðâèöà: äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî α ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî èíòåðâàëîâ Ôàðåÿ (p/q, p1/q1), òàêèõ, ÷òî ëèáî p/q, ëèáî p1/q1 îáëàäàþò
íóæíàì ñâîéñòâîì.

2(a). Äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî òåîðåìû Ãóðâèöà âûïîëíåíî äëÿ õîòÿ áû îäíîé èç òðåõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê α.

3(b). Ïóñòü α èððàöèîíàëüíî è τ > 0. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ
äðîáåé p/q, òàêèõ ÷òî

− 1

q2
√

4τ + 1
< α− p

q
<

τ

q2
√

4τ + 1

2. Öåïíûå äðîáè. Îáùèå òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ëó÷à Õîëëà.
Çàäà÷è.

1(a). Äîêàçàòü òåîðåìó Ëåæàíäðà î òîì, ÷òî åñëè |α−p/q| < 1/(2q2), òî íåñîêðàòèìàÿ äðîáü
p/q ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äðîîáüþ ê α.

2(a). Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ê òåîðåìå Ëåæàíäðà (çàä. 1)?
3(a). Äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ýêâèâàëåíòíûõ ÷èñåë (α ∼ β åñëè íåêîòîðûå

"õâîñòû" ðàçëîæåíèé â öåïíûå äðîáè ó α è β ñîâïàäàþò; âòîðîå îïðåäåëåíèå - α ïåðåâîäèòñÿ
â β íåêîòîðûì öåëî÷èñëåííûì äðîáíî-ëèíåéíûì óíèìîäóëÿðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì).

4(à). Âû÷èñëèòü ïåðâûå òðè ýëåìåíòà äèñêðåòíîé ÷àñòè ñïåêòðà Ëàãðàíæà.
5(b). Äîêàçàòü, ÷òî â èíòåðâàëå (1/

√
12, 1/3) íåò ýëåìåíòîâ ñïåêòðà Ëàãðàíæà.

6(à). Äîêàçàòü îöåíêó äëÿ íà÷àëà ëó÷à Õîëëà, ëó÷øóþ, ÷åì λ∗ > 6.
7(b). Äîêàçàòü îöåíêó äëÿ íà÷àëà ëó÷à Õîëëà λ∗ >

√
21.

8(a). Äîêàçàòü, ÷òî F4 · F4 ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì. (Fk åñòü ìíîæåñòâî ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1] ó
êîòîðûõ íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü íå ïðåâîñõîäÿò k.)

9(a). Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå τ ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî F2 áóäåò τ -ìíîæåñòâîì?
10(b). Ïóñòü τ(k) åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå τ ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî Fk ÿâëÿåòñÿ τ -

ìíîæåñòâîì. Âû÷èñëèòü ïðåäåë limk→+∞ τ(k)/k.
11(b). Äîêàçàòü, ÷òî åñëèA1, ..., Ak ñóòü τ1, ..., τk-ìíîæåñòâà ñ îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì

I è âûïîëíåíî
k∑
j=1

τj
1 + τj

> 1,

1



òî
A1 + ...+ Ak = I + ...+ I.

12(c). Âåðíî ëè, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (τ1, ..., τk) ∈ Rk,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàéäóòñÿ òàêèå íàáîðû (τ ∗1 , ..., τ

∗
k ) è

ñîîòâåñòâóþùèå τ ∗j -ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ

A1 + ...+ Ak 6= I + ...+ I.

13(c). Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî λ èç ñïåêòðà Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òàêîå α, ÷òî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ 6
1

λq2

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ p/q, â òî âðåìÿ êàê íåðàâåíñòâî∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ 6
1− ε

λq2

èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì ε?
3. Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå (òðè äîêàçàòåëüñòâà - Áëèõôåëüäðà, Ìîðäåëëà è

Çèãåëÿ).
Çàäà÷è.

1(a). Ïóñòü M - òåëî â Rn îáúåìà > k. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ âåêòîð x ∈ Rd, òaêîé ÷òî
M + x ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì k + 1 öåëóþ òî÷êó.

2(à). Ìîæíî ëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å äëÿ çàìêíóòîãî M ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çàìåíèòü
íåñòðîãèì?

3(à). äîêàçàòü, ÷òî åñëè â òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå ïîòðåáîâàòü, ÷òî îáúåì
òåëà > 2nk, òî â òåëå íàéäåòñÿ k ïàð öåëûõ ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ òî÷åê.

4(a). Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü îáúåì çàìêíóòîãî îêòàýäðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ó
êîòîðîãî öåíòð è âñå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè òî÷êàìè, è äðóãèõ öåëûõ òî÷åê â îêòàýäðå
íåò.

5(ñ). Êàêîâ ìàêñèìàëüíûé îáúåì îêòàýäðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò, âíóòðè êîòîðîãî íåò äðóãèõ öåëûõ òî÷åê.

6(b). Ïóñòü
Λ∗ = {y : y · x ∈ Z∀x ∈ Λ}

åñòü ðåøåòêà äâîéñòâåííàÿ ê ðåøåòêå Λ ⊂ Rn. Ïóñòü òåëî K ñîäåðæèò òî÷êó 0 è íå ñîäåðæèò
íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê ðåøåòêè Λ. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

volK + (volK)−1
∑

γ∈Λ∗\{0}

∣∣∣∣∫
K

e−πiy·xdx

∣∣∣∣2 = 2ndetΛ.

4. Ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ. Òåîðåìà Áëèõôåëüäòà-Ñïîíà.
Çàäà÷è.

1(a). Äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû Ñïîíà äëÿ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé â åâêëèäîâîé íîðìå
(êîíñòàíòó ìîæíî îñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà è íå âû÷èñëÿòü).

2(b). Âû÷èñëèòü àñèìïòîòèêó äëÿ êîíñòàíòû â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.
3(b). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ðàçìåðíîñòè n ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà σ∗n, ñòðîãî

áîëüøàÿ, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà èç òåîðåìû Ñïîíà è òàêàÿ, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ
q âûïîëíåíî

max
16j6n

||qαj|| < 1/((σ∗nq)
1/n).

2



4(c). Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíó èç çàäà÷è 3 ìîæíî âçÿò òàê, ÷òîáû σ∗n → +∞, n→∞.
5. Ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è âûðîæäåíèå ðàçìåðíîñòè. Ãèïîòåçà

Â.Ì.Øìèäòà î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìàõ.
Çàäà÷è.

1(a). Ïóñòü dimZ(1, α1, ..., αn) > 4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð
èíäåêñîâ ν < k òàêèõ, ÷òî ν ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, è äëÿ âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé zl âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

• òðîéêè
zν−1, zν , zν+1; zk−1, zk, zk+1

ñîñòîÿò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ êàæäàÿ;
• èìååòñÿ íåêîòîðîå äâóìåðíîå âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π òàêîå, ÷òî

zl ∈ π, ν 6 l 6 k; zν−1 6∈ π, zk+1 6∈ π;

• ÷åòûðå âåêòîðà
zν−1, zν , zν+1, zk+1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
2(à). Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë αj, ÷òî dimZ(1, α1, ..., αn) = n+ 1 > 3 è ñðåäè

ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé âñòðå÷àþòñÿ ñêîëü óãîäíî äëèííûå öåïî÷êè,
ëåæàùèå â äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

3(b). Ïóñòü âåêòîðû zν , zν+1 ïîðîæäàþò äâóìåðíóþ ðåøåòêó Λν è dν - åå ôóíäàìåíòàëüíûé
îáúåì. Äîêàçàòü, ÷òî dν → +∞, ν → +∞.

4(b). "Ïðîðåäèì" ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåòîê Λν èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè λν+1 = Λnu, òî ðåøåòêó λν+1 âû÷åðêèâàåì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëåé ïðîðåæåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåòîê ñíîâà áóäåì îáîçíà÷àòü dν . Äîêàçàòü ÷òî dν âñåãäà ðàñòóò
ýêñïîíåíöèàëüíî.

5(ñ). Ïðè n = 2 îïðåäåëèòü âåëè÷èíó

inf
α1,α2

(lim inf
t→∞

d
1/t
t ),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì α1, α2, ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âìåñòå ñ 1 íàä Z à dν - èç ïðåäûäóùåé
çàäà÷è.

6(a). Â çàäà÷å Â.Ì.Øìèäòà î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìàõ äîêàçàòü, ÷òî åñëè ξ1, ..., ξn
ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ 1 íàä Z, òî äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ
÷èñåë N âûïîëíåíî µ1(N) = µ2(N).

6(b). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì i äëÿ íåîãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë N âûïîëíåíî µi(N) = µi+1(N).

6. (α, β)-èãðû. Îáùèå òåîðåìû î âûèãðûøíûõ ìíîæåñòâàõ.
Çàäà÷è.

1(à). Îïèñàòü âñå 2/3-âûèãðûøíûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé.
2(à). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì α ∈ (0, 1/2) ìíîæåñòâî

{ξ ∈ [0, 1] : inf
x∈N

||ξx|| > 0}

ÿâëÿåòñÿ α-âûèãðûøíûì.
3(b). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë tn òàêîâà, ÷òî

∀ε > 0 ∃N0 ∀n > N0 :
tn+1

tn
> 1 +

1

nε
.
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Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì δ ìíîæåñòâî

Aδ = {x ∈ R : ∃c(x) > 0 ∀n ∈ N ||tnx|| > c(x)/nδ}

áóäåò α-âûèãðûøíûì ñ ëþáûì çàäàííûì íàïåðåä α ∈ (0, 1/2).
4(ñ). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë tn òàêîâà, ÷òî

∃N0 ∀n > N0 :
tn+1

tn
> 1 +

1

n1/2
.

Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ δ < 1 è α ìíîæåñòâî

Aδ = {x ∈ R : ∃c(x) > 0 ∀n ∈ N ||tnx|| > c(x)/nδ}

áóäåò α-âûèãðûøíûì?
5(ñ). Äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è 4 âûïîëíåíî A1/2 6= ∅.
7. Íåîäíîðîäíûå ïðèáëèæåíèÿ. Îáîáùåíèå òåîðåìû Õèí÷èíà-ßðíèêà.
Çàäà÷è.

1(b). Äëÿ ìàòðèöûΘ íàðÿäó ñ "îäíîðîäíîé" ôóíêöèåé ßðíèêà ðàññìîòðèì "íåîäíîðîäíóþ"
ôóíêöèþ

ψΘ,α(t) = min
x∈Rm:M(x)6t

max
16j6n

||Lj(x)− αj||, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn

è ôóíêöèþ
Ψ

[inhom]
Θ = sup

α∈[0,1]n
ψΘ,α(t).

Îáûí÷íàÿ ôóíêöèÿ ßðíèêà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ψΘ(t) = ψΘ,0(t).

Òàêæå íàðÿäó ñ ñèñòåìîé ÷èñåë Θ áóäåì ðàññìàðèâàëü òðàíñïîíèðîâàííóþ ñèñòåìó tΘ.
Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) òàêîâà, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì

η ôóíêöèÿ t 7→ 1
tηψ(t)

ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(t)

ôóíêöèþ îáðàòíóþ ê ôóíêöèè t 7→ 1
ψ(t)

.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t âûïîëíÿåòñÿ

ψ tΘ(t) > ψ(t).

Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t âûïîëíåíî

Ψ
[inhom]
Θ 6 Cηρ(t).

2(b). Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî

ψ tΘ(t) 6 ψ(t)

Òîãäà íàéäåòñÿ íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (α1, ..., αn) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
t âûïîëíÿåòñÿ

ψΘ,α(t) >
1

24n3/2ρ(8mt)
.

8. Ìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ. òåîðåìà Õèí÷èíà-Êàññåëñà.
Çàäà÷è.

1(a). Äîêàçàòü, ÷òî ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèãìà-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
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2(à). Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ñèãìà-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
3(b). Âåðíî ëè, ÷òî èç óñëîâèÿ

∃N0 ∀n > N0 :
tn+1

tn
> 1 +

1

log log n

áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ÿâëÿåòñÿ ñèãìà-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
4(b). Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü íàáîð ïîëîæèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

ψ1(q), ..., ψn(q) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà q òàêîâ, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ(q) =
n∏
j=1

ψj(q)

íå âîçðàñòàåò, à ðÿä
∑+∞

q=1 ψ(q) ðàñõîäèòñÿ, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ (θ1, ..., θn) ∈ Rn èìååòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q, òàêèõ ÷òî

||qθj|| < ψj(q), 1 6 j 6 n.

5(à). Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ìåòðè÷åñêîå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ðÿäà∑+∞
q=1 ψ(q) â ïîñòàíîâêå, ðàññìîòðåííîé â çàäà÷å 4.
6(ñ). Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó ðàñõîäèìîñòè â çàäà÷å Ä.Êëåéíáîêà (õîòÿ áû äëÿ

äâóìåðíîãî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â R3).

5


